
2η Έκδοση

Βασικές Τεχνικές
Ψηφιακής Επεξεργασίας
Σημάτων

Γεώργιος Β. Μουστακίδης
Πανεπιστήμιο Πατρών



Στην Αδαμαντία



Περιεχόμενα

Πρόλογος vii
Ευχαριστίες ix

1 Γιατί Επεξεργασία Σημάτων; 1
1.1 Εισαγωγή 1
1.2 Ȁλασική Επεξεργασία Σημάτων 2
1.3 Βασικά Τμήματα Συστήματος Επεξεργασίας 5

2 ∆ειγματοληψία και Ανακατασκευή Σημάτων 7
2.1 Εισαγωγή 7
2.2 Αναδίπλωση Συχνότητας λόγω Δειγματοληψίας 9

2.2.1 Σχέση Ȃετασχηματισμών Fourier Αναλογικού και Ψηφιακού Σήματος 13
2.3 Θεώρημα Δειγματοληψίας 15

2.3.1 Απόδειξη Θεωρήματος Δειγματοληψίας 16
2.3.2 Αποφυγή του Φαινομένου της Αναδίπλωσης 20
2.3.3 Γενίκευση του Θεωρήματος Δειγματοληψίας 21
2.3.4 Ȃη Ȁανονική Δειγματοληψία 22
2.3.5 Ανάκτηση Απολεσθέντων Δειγμάτων 23

2.4 Ανακατασκευή Αναλογικών Σημάτων 25
2.4.1 Ȃη Ακριβής Ανακατασκευή 25
2.4.2 Ανάλυση Διαδικασίας Ανακατασκευής 28

2.5 Ασκήσεις 31

3 Παραθύρωση ∆εδομένων 34
3.1 Εισαγωγή 34
3.2 Συχνοτικό Περιεχόμενο Πεπερασμένης Ακολουθίας 34
3.3 Εναλλακτικά Παράθυρα 37

3.3.1 Εφαρμογή Παραθύρων σε Δείγματα 40
3.3.2 Ȃετασχηματισμός Fourier Παραθυρικών Ακολουθιών 40
3.3.3 Βέλτιστα Παράθυρα 45

3.4 Ασκήσεις 47

4 ∆ιακριτός Μετασχηματισμός Fourier και Συνελικτικά Αθροίσματα 49
4.1 Εισαγωγή 49
4.2 Ορισμός του ΔȂF 49

i



ii Περιεχόμενα

4.2.1 Απόδειξη ǿσοδυναμίας Χρονικών και Συχνοτικών Δειγμάτων 50
4.2.2 Ο ΔȂF σε Ȃητρική Ȃορφή 53
4.2.3 Ȁανονικοποιημένος ΔȂF 53
4.2.4 Ȃη Ȁανονική Δειγματοληψία στο Πεδίο της Συχνότητας 54
4.2.5 ǿδιότητες ΔȂF 55
4.2.6 Υπολογιστική Πολυπλοκότητα ΔȂF 58

4.3 Ταχύς Ȃετασχηματισμός Fourier, FFT 59
4.3.1 Αποδεκατισμός στον Χρόνο 60
4.3.2 Υλοποίηση FFT με το Σχήμα Πεταλούδας 61
4.3.3 Αποδεκατισμός στη Συχνότητα 63
4.3.4 Εναλλακτικές Ȃορφές του FFT 65

4.4 Συνελικτικά Αθροίσματα 66
4.4.1 Γραμμική Συνέλιξη Πεπερασμένων Ακολουθιών 66
4.4.2 Ȁυκλική Συνέλιξη 68
4.4.3 Σχέση Ȁυκλικής Συνέλιξης και ΔȂF 69
4.4.4 Τεχνικές Γρήγορης Ȁυκλικής Συνέλιξης 71
4.4.5 Γραμμική από Ȁυκλική Συνέλιξη 71

4.5 Γρήγορη Υλοποίησης Γραμμικής Συνέλιξης 73
4.5.1 Ȃέθοδος Επικάλυψης και Άθροισης 74
4.5.2 Ȃέθοδος Επικάλυψης και Διατήρησης 76
4.5.3 Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Ȃεθόδων Γραμμικής Συνέλιξης 78

4.6 Ασκήσεις 80

5 Γενικά περί Φίλτρων 84
5.1 Εισαγωγή 84
5.2 Αναλογικά και Ψηφιακά Φίλτρα 85

5.2.1 Διαφορές Αναλογικών και Ψηφιακών Φίλτρων 85
5.2.2 Ȁατηγορίες Φίλτρων και Βασικές ǿδιότητες 86
5.2.3 Ευστάθεια και Αιτιατότητα 87

5.3 ǿδανικές Προδιαγραφές Φίλτρων 88
5.3.1 ǿδανικές Χαρακτηριστικές 88
5.3.2 Είδη Ȁλασικών ǿδανικών Φίλτρων 90
5.3.3 ǿδανική Ȁρουστική Απόκριση Φίλτρου 92

5.4 Προσέγγιση ǿδανικών Χαρακτηριστικών 93
5.4.1 Απόκριση Πλάτους και Συνάρτηση Φάσης 93
5.4.2 Γραμμική Φάση και Ȁαθυστέρηση Ομάδας 94
5.4.3 Ζώνες Ȃετάβασης 98
5.4.4 Ακρίβεια Προσέγγισης 100
5.4.5 Συνάρτηση Βάρους 101

5.5 Σύγκριση FIR και IIR Φίλτρων 103
5.6 Ȃεταβατικά Φαινόμενα 103

5.6.1 Ȃεταβατικά Φαινόμενα σε FIR Φίλτρα 104
5.6.2 Ȃεταβατικά Φαινόμενα σε IIR Φίλτρα 104
5.6.3 Περιορισμός Ȃεταβατικών Φαινομένων 107



Περιεχόμενα iii

5.7 Ασκήσεις 107

6 FIR Φίλτρα 111
6.1 Εισαγωγή 111
6.2 Απόκριση Συχνότητας FIR Φίλτρων 112
6.3 Σχεδίαση με Χρήση Παραθύρων 115

6.3.1 Φαινόμενο Gibbs 119
6.3.2 Παράθυρο Kaiser 121

6.4 Σχεδίαση με Χρήση Ζωνών Αδιαφορίας 125
6.4.1 Προσέγγιση με Χρήση Ζωνών Αδιαφορίας 127
6.4.2 Εκτίμηση Βέλτιστου Ȃήκους για τη Ȃέθοδο των Ζωνών Αδιαφορίας 129
6.4.3 Διαχείριση Ȃεμονωμένων Συχνοτήτων 133
6.4.4 Χρήση Ζωνών Αδιαφορίας με ǿσοτικούς Περιορισμούς 134
6.4.5 Ȃέθοδος Δειγματοληψίας στη Συχνότητα 135
6.4.6 Ȃέθοδος Δειγματοληψίας στη Συχνότητα με ǿσοτικούς Περιορισμούς 137
6.4.7 Χαρακτηριστικά Βέλτιστου Φίλτρου 138

6.5 Min-Max Βέλτιστα Φίλτρα: η Πραγματική Περίπτωση 139
6.5.1 Min-Max Προσέγγιση και το Θεώρημα της Εναλλαγής 141
6.5.2 Αλγόριθμος Εναλλαγής Remez 146
6.5.3 Min-Max Προσέγγιση και Ȃεμονωμένες Συχνότητες 149
6.5.4 Min-Max Προσέγγιση μέσω Γραμμικού Προγραμματισμού∗ 152
6.5.5 Χαρακτηριστικά του Βέλτιστου Min-Max Φίλτρου 155
6.5.6 Εκτίμηση Ελάχιστου Ȃήκους FIR Φίλτρου 157

6.6 Min-Max Βέλτιστα Φίλτρα: η Ȃιγαδική Περίπτωση∗ 159
6.6.1 Ȃιγαδική Min-Max Προσέγγιση μέσω Γραμμικού Προγραμματισμού∗ 160
6.6.2 Εφαρμογή στη Σχεδίαση FIR Φίλτρων∗ 162
6.6.3 Υποβέλτιστη ȁύση του Ȃιγαδικού Min-Max Προβλήματος∗ 162

6.7 Ασκήσεις 166

7 IIR Φίλτρα 170
7.1 Εισαγωγή 170
7.2 Σχεδίαση Αναλογικών IIR Φίλτρων 171

7.2.1 Φίλτρα Butterworth 171
7.2.2 Φίλτρα Chebyshev 1ου Τύπου 179
7.2.3 Φίλτρα Chebyshev 2ου Τύπου 184
7.2.4 Ελλειπτικά Φίλτρα 188

7.3 Ȃετασχηματισμοί Συχνότητας Αναλογικών Φίλτρων 190
7.3.1 Σχεδίαση IIR Ανωπερατών Φίλτρων 192
7.3.2 Σχεδίαση IIR Ζωνοπερατών Φίλτρων 194
7.3.3 Σχεδίαση IIR Φίλτρων Αποκοπής Ζώνης 196
7.3.4 Αλλαγή Συχνοτικής Ȁλίμακας 197
7.3.5 Σχεδίαση IIR Πολυπερατών Φίλτρων 198

7.4 Ȁυκλώματα Υλοποίησης Αναλογικών IIR Φίλτρων 200
7.4.1 Υλοποίηση Ȁατωπερατών Φίλτρων 201



iv Περιεχόμενα

7.4.2 Υλοποίηση Ανωπερατών Φίλτρων 202
7.4.3 Υλοποίηση Ζωνοπερατών Φίλτρων και Φίλτρων Αποκοπής Ζώνης 202

7.5 Σχεδίαση Ψηφιακών IIR Φίλτρων με Ȃετασχηματισμούς 202
7.5.1 Ȃέθοδος της Αμετάβλητης Ȁρουστικής Απόκρισης 202
7.5.2 Ȃέθοδος του Διγραμμικού Ȃετασχηματισμού 208

7.6 Min-Max Σχεδίαση Ψηφιακών IIR Φίτρων∗ 210
7.6.1 Υπολογισμός Συντελεστών στο Θεώρημα Riesz-Fejér∗ 212
7.6.2 Εφαρμογή στον Σχεδιασμό IIR Φίλτρων∗ 214
7.6.3 Διαχείρηση Ȃεμονωμένων Συχνοτήτων 217

7.7 Υλοποίηση Ψηφιακών IIR Φίλτρων 218
7.7.1 Απ’ Ευθείας Υλοποίηση 219
7.7.2 Υλοποίηση με τον Ελάχιστο Αριθμό Στοιχείων Ȃνήμης 219
7.7.3 Ȁλιμακωτή Υλοποίηση∗ 220
7.7.4 Σε Σειρά και Παράλληλη Υλοποίηση 222

7.8 Ασκήσεις 223

8 Ειδικές Κατηγορίες Ψηφιακών Φίλτρων 226
8.1 Εισαγωγή 226
8.2 Φίλτρα Εγκοπής 226

8.2.1 FIR Φίλτρα Εγκοπής 227
8.2.2 Ȃέθοδος Ζωνών Αδιαφορίας 228
8.2.3 Ȃέθοδος Min-Max 229
8.2.4 IIR Φίλτρα Εγκοπής 231
8.2.5 Συμμετρικό IIR Φίλτρο Εγκοπής 231
8.2.6 Ȃη Συμμετρικό IIR Φίλτρο Εγκοπής 232

8.3 Ψηφιακοί Διαφοριστές 234
8.3.1 ǿδανικός Ψηφιακός Διαφοριστής 234
8.3.2 Συνδυασμός Διαφόρισης και Φιλτραρίσματος 237

8.4 Ψηφιακοί Ολοκληρωτές 241
8.4.1 Η Συχνότητα ω= 0 Ανήκει σε Ζώνη Αποκοπής 242
8.4.2 Η Συχνότητα ω= 0 Ανήκει σε Ζώνη Διάβασης 243

8.5 Ψηφιακοί Ȃετασχηματιστές Hilbert 248
8.6 Ασκήσεις 250

9 Πολυρυθμική Επεξεργασία 255
9.1 Εισαγωγή 255
9.2 Υπερδειγματοληψία-Υποδειγματοληψία 256

9.2.1 Χαρακτηρισμός στο Πεδίο του Χρόνου 256
9.2.2 Χαρακτηρισμός στο Πεδίο της Συχνότητας 258

9.3 ǿσοδύναμες σε Σειρά Συνδεσμολογίες 260
9.4 Φίλτρα Αλλαγής Ρυθμού Δειγματοληψίας 263

9.4.1 Φίλτρα Ȁλασματικής Αλλαγής Ρυθμού 266
9.5 Πολυσταδιακή Υλοποίηση Συστημάτων 266

9.5.1 Πολυσταδιακό Φιλτράρισμα Σημάτων Πεπερασμένου Εύρους Ζώνης 270



Περιεχόμενα v

9.6 Πολυφασική Ανάλυση 271
9.6.1 Πολυφασική Ανάλυση Φίλτρου 272
9.6.2 Αποδοτικές Υλοποιήσεις Αποδεκατισμού και Παρεμβολής 273
9.6.3 Συστοιχίες Ψηφιακών Φίλτρων 274
9.6.4 Συστοιχία Φίλτρων Ημιζώνης 275

9.7 Συνδυασμοί Φίλτρων Τέλειας Ανακατασκευής 277
9.7.1 Ορθογώνια Ȁατοπτρικά Φίλτρα 278
9.7.2 Συστοιχία Ορθογώνιων Ȁατοπτρικών Φίλτρων 279
9.7.3 FIR Φίλτρα Ανάλυσης και Σύνθεσης 280

9.8 Ασκήσεις 281

10 Επεξεργασία Στοχαστικών Σημάτων 284
10.1 Εισαγωγή 284
10.2 Επεξεργασία Στοχαστικού Σήματος με Γραμμικό Σύστημα 285
10.3 Φασματική Παραγοντοποίηση 287
10.4 Βέλτιστο Γραμμικό Φιλτράρισμα 287

10.4.1 Ȃη Αιτιατό Γραμμικό Φίλτρο Wiener 290
10.4.2 FIR Φίλτρο Wiener 292
10.4.3 Αλγόριθμος του Levinson 293
10.4.4 Φίλτρο Wiener για Πολλαπλές Εισόδους∗ 294
10.4.5 Φίλτρο Wiener για Πολλαπλές Εισόδους και Πολλαπλές Εξόδους∗ 297

10.5 Εναλλακτική Σημασία των Αποτελεσμάτων 298
10.5.1 Ελαχιστοποίηση Τετραγωνικού Σφάλματος Δειγμάτων 300
10.5.2 Ȃοντέλα Αυτοπαλινδρόμησης 302

10.6 Τεχνικές Εκτίμησης Συχνοτικού Περιεχομένου 303
10.7 Φασματόγραμμα 308

10.7.1 Αναδρομικός Υπολογισμός Φασματογράμματος 310
10.7.2 Διακριτική ǿκανότητα Φασματογράμματος 311

10.8 Εκτίμηση Φάσματος Στοχαστικού Σήματος 312
10.8.1 Περιοδόγραμμα 313
10.8.2 Εκτίμηση Φάσματος με Χρήση Ȃοντέλων Αυτοπαλινδρόμησης 315

10.9 Ασκήσεις 317

11 Μετασχηματισμοί Σημάτων και Γραμμικά Συστήματα 322
11.1 Ȃετασχηματισμός Fourier 322

11.1.1 Πυκνότητα Φάσματος ǿσχύος 324
11.1.2 Σειρά Fourier 324

11.2 Ȃετασχηματισμοί Laplace και Z 325
11.2.1 Ορισμός, Πεδίο Σύγκλισης και ǿδιότητες Ȃετασχηματισμού Laplace 325
11.2.2 Ορισμός, Πεδίο Σύγκλισης και ǿδιότητες Ȃετασχηματισμού Z 326

11.3 Γραμμικά Χρονικά Σταθερά Συστήματα 328

12 Πιθανότητες και Στοχαστικά Σήματα 330
12.1 Εισαγωγή 330



vi Περιεχόμενα

12.2 Χώρος Πιθανότητας 330
12.3 Τυχαίες Ȃεταβλητές 331

12.3.1 Πείραμα 332
12.3.2 Ȃέσος Όρος και Διασπορά 333

12.4 Στοχαστικά ή Τυχαία Σήματα 335
12.4.1 Στατιστικές 1ης και 2ης Τάξης 335
12.4.2 Στασιμότητα 336
12.4.3 Εργοδικότητα - Εκτίμηση Στατιστικών 1ης και 2ης Τάξης 337
12.4.4 Ȃέση Πυκνότητα Φάσματος ǿσχύος Στοχαστικού Σήματος 339

12.5 Βασικοί ȃόμοι της Στατιστικής 341
12.5.1 ȃόμος των Ȃεγάλων Αριθμών 342
12.5.2 Ȁεντρικό Οριακό Θεώρημα 343
12.5.3 Θεώρημα Cramér 344

Βιβλιογραφία 346

Ευρετήριο 349

Τίτλοι στους οποίους εμφανίζεται το σύμβολο « ∗ » αντιστοιχούν σε προχωρημένη
ύλη και μπορούν να παραλειφθούν κατά την πρώτη ανάγνωση.

Στο κείμενο υπάρχουν επίσης εδάφια με την επωνυμία «Ȃελέτη» τα οποία περιλαμ-
βάνουν μαθηματικές αναλύσεις και αποδείξεις προτάσεων που είναι απαραίτητες για
την ανάπτυξη των μεθόδων επεξεργασίας. Τα σημεία αυτά δεν είναι απαραίτητα για
την κατανόηση του πρακτικού μέρους της μεθοδολογίας δηλαδή για το πώς εφαρμό-
ζονται οι προτεινόμενες τεχνικές στη σχεδίαση συστημάτων επεξεργασίας και ποια
είναι τα αναμενόμενα αποτελέσματα.


